
Введение 

Основная трудность, возникающая при попытке сформулировать задачу 

распараллеливания (или любую другую задачу машинно-независимой оптимизации кода) 

в сколько-нибудь более общих терминах, нежели в классических работах, 

опубликованных во второй половине прошлого века, связана с отсутствием  приемлемой 

модели исполняемого кода.  

Как известно, машина Тьюринга является универсальной моделью вычислений 

(есть другие модели, эквивалентные ей, но понятие машины Тьюринга всех опережает по 

наглядности и простоте). В то же время при решении практических задач оптимизации 

кода рассматриваются  различные виды графов  информационных зависимостей либо 

различные формализации блок схем (схемы программ). Нельзя сказать, что эти модели 

слабее по своим возможностям, нежели машины Тьюринга, поскольку никто не пытался 

эти подходы привести к общему знаменателю и сравнить.  

Можно считать, что настоящая работа посвящена описанию такой модели 

вычислений, основанной на графах информационных зависимостей,  которая сопоставима 

с машинами Тьюринга (есть возможность сравнить частные случаи этой модели с  

частными случаями машин Тьюринга). 

Преимущества предложенной модели вычислений  демонстрируются на примере 

задачи автоматического распараллеливания. 

Модель вычислений  

Для представления исходного, последовательно исполняемого кода используются, 

так называемые,  упорядоченные функциональные схемы: размеченные ориентированные 

                                                 
*
 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 08-08-00503-a 
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Dec 

Mult 

графы,  вершины которых помечены именами вызываемых процедур (предполагается, что  

параметры передаются по значению и любая процедура возвращает значение). Ребра 

соответствуют передаваемым в вызов процедуры значениям и направлены от вершины (от 

точки вызова) которая использует значение,  к вершине, порождающей это значение.  

Из сказанного следует, что каждая вершина функциональной схемы 

интерпретируется двояким образом: с одной стороны это точка вызова процедуры, с 

другой стороны это ячейка памяти, в  которой хранится вычисленное при вызове 

процедуры  значение (либо значение, хранящееся в ячейке перед началом вычислений).  

Все вершины перенумерованы (линейно упорядочены): эта нумерация 

соответствует тому порядку, в котором  соответствующие вызовы процедур встречаются в 

исходном тексте программы. 

Интерпретируется (исполняется) упорядоченная функциональная схема в 

соответствии со следующими  правилами: 

В начальный момент времени каждой вершине приписано некоторое значение. 

На каждом шаге последовательно осуществляются вызов процедур приписанных 

вершинам с номерами 1,….,j,  где j наименьший номер такой, что после вызова 

соответствующей процедуры значение приписанное вершине с номером j  после вызова 

отличается от значения до вызова (это правило вычислений соответствует понятию 

настройки по стратегии Киссинджера из [18]). Поэтому в дальнейшем такой порядок 

вычислений будет называться настройкой по стратегии Киссинджера. 

Вычисление останавливается, когда ни одна из вершин не меняет своего значения 

при вызове соответствующей процедуры. 

Пример 1. Рассмотрим, как с помощью упорядоченных схем можно задать программу, 

вычисляющую факториал. На рисунке 1а представлена программа на C, осуществляющая 

вычисление факториала. 

На рис. 1б представлена схема, состоящая из двух функциональных блоков (из 

двух ячеек памяти) Dec и Mult.  При этом ячейка   Dec помечена именем вызываемой 

процедуры  dec, а ячейка Mult  помечена  именем вызываемой процедуры  mult. 

Поскольку из ячейки Dec выходит ровно одна дуга (она ведет в ячейку Dec), 

заключаем, что  в процедуру dec передается ровно один параметр (содержимое ячейки 

Dec).   

 

 

 

 

 

 

 

 

рис.  1 Схема, вычисляющая факториал  

 

Аналогично, в процедуру mult передается два параметра (первый - содержимое 

ячейки Mult, второй – содержимое ячейки Dec). 

Содержательный смысл процедур dec и mult  следующий: процедура dec  

возвращает входной параметр, уменьшенный на единицу, а процедура mult реализует 

операцию умножения.  

Справа от ячеек проставлены их уникальные номера (в соответствии с которыми 

будет осуществляться вычисление).  

Для того, что бы упорядоченная схема, представленная  на рисунке 1б, могла 

вычислять факториал,  модифицируем  программу, представленную на рисунке  1а 

следующим образом: 

Mult:mult

Dec:dec
2

1

1

unsigned int fact(unsigned int n) 

{ 

unsigned int i,Result=1; 

for(i=n;i>1;i--) 

Result= Result *i; 

return Result; 

} 

1 

2 

б. Упорядоченная схема 

a. Программа на C 
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Во-первых, при применении операции dec, будем следить что – бы  не получился 0 

(понятно, что если в схеме произойдет умножение на ноль, то правильного результата не 

получится). 

Во-вторых,  разрешим в ячейке Mult  в качестве значения хранить пару чисел: 

<(вычисленное значение), (второй аргумент, при котором вычисленное значение было получено)>.  

Иными словами, будем предполагать, что  

Во-первых, в ячейке Mult хранится структура (в смысле языка C) из двух полей, 

Во- вторых, в качестве первого аргумента процедуре mult передается не число, а 

структура из двух полей. 

В третьих процедура  mult возвращает в качестве вычисленного значения структуру 

из двух полей. 

Все сказанное проиллюстрировано на рис 2, где программа, представленная на 

рисунке 1a, переписана с учетом сказанного. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

рис.  2 Вычисление факториала, реализуемое упорядоченной схемой 

 

На рис. 3 показан процесс вычисления факториала упорядоченной схемой 

приведенной на рис. 1б: в первый момент времени в ячейке Dec хранится число, для 

которого надо вычислить факториал, а в ячейке  Mult  структура, содержащая единицы в 

обоих полях. Далее в соответствии со стратегией Киссинджера значения вершин 

перевычисляются. В момент остановки первое поле структупы, хранящейся в ячейке Mult  

содержит вычисленное значение факториала.  

Подводя промежуточный итог можно сказать следующее: 

В некоторых случаях исполняемый код можно представить в виде упорядоченной 

функциональной схемы, в которой нумерация вершин зависит от порядка вычисления 

переменных в исходном коде. При этом, возможно, придется изменить библиотеку 

вызываемых процедур.  

Возникает естественный вопрос:  

в каких случаях подобный перевод на язык функциональных схем возможен? 

Первое ограничение на исходный код следует непосредственно из используемого 

аппарата и заключается оно в том, что параметры передаются в вызываемую процедуру 
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только по значению (именно из-за этого в программе, представленной на рисунке 2, не 

используются адреса структур).  

Как следует из следующего раздела, в том случае, когда параметры передаются по 

значению и, при отсутствии в исходном коде операторов, управляющих памятью, 

возможность перевода в язык функциональных схем гарантирована. 

Последнее обстоятельство очень полезно для решения таких задач машинно-

независимой оптимизации, в которых не используется семантика вызываемых процедур 

(для которых не существенно, то, что при переводе на язык функциональных схем 

изменяется  библиотека вызываемых процедур). 

В связи с использованием термина ―библиотека вызываемых процедур‖ следует 

отметить, что в математике есть понятие, которое идеальным образом подходит для  

формализации этого понятия. В дальнейшем вместо термина ―библиотека вызываемых 

процедур‖, будет использоваться термин универсальная алгебра (слово алгебра 

используется везде далее, как сокращение для термина универсальная алгебра). Поскольку 

дальнейшее изложение будет вестись в терминах алгебр, то введем неформальное 

описание этого понятия. 

 

 
рис.  3 Настройка Киссинджера, вычисляющая факториал 

 

Для того, что бы задать универсальную алгебру надо задать: 

1. Множество элементов алгебры Q: это те значения и структуры (в смысле C), с 

которыми библиотечные процедуры работают. 

2  Множество имен операций F (это те имена процедур, которые в библиотеке 

объявлены видимыми снаружи),   

3 Интерпретацию операций  (это реализация вызываемых процедур, которая 

снаружи не видна).   

Таким образом, универсальная алгебра (библиотека процедур) A задается тройкой 

(Q,F, ), где 

Q - множество элементов алгебры, 

F множество имен операций, а 

 - интерпретация, которая каждому имени вызываемой процедуры сопоставляет 

отображение из множества входных параметров в выходные значения. 

Универсальная алгебра называется конечной, если Q – конечное множество. 

Пример 2. Рассмотрим, какая универсальная алгебра Afact=(Q,f, )  используется в примере 

1. Прежде всего, понятно, что F={dec,mult} при этом dec унарная операция, а mult 

бинарная операция.  Обозначим через N множество {1,2,…}.  

2 
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Поскольку в программе, представленной на рисунке 2, все данные имеют тип 

unsigned, и значение 0 нигде не используется, то можно  считать, что множество 

элементов алгебры  Q совпадает с множеством N (N N)= N N
2
, где элементы (i , j)  N

2
 

соответствуют структурам  из двух полей, хранящимся в ячейке Mult . 

Кроме того, для того, что бы можно было корректно определить интерпретацию ,  

необходимо в Q включить так же специальный элемент . Содержательно возвращаемое 

значение  соответствует аварийному завершению работы по прерыванию из-за не 

корректных  значений (c точки зрения программ библиотеки) входных параметров.  

Итак, Q={ } N  (N N).  

Определим интерпретацию : 

имени процедуры dec интерпретация  сопоставляет такое отображение f= (dec) 

из  Q в Q,  что выполняются следующие условия для любого x Q 

f(x) = 

x-1,  если x {2,3,…}

1, если x=1

, если x N

  , 

аналогично для любых x,y Q  

(mult)(x,y)= 

(y*x1,y), если x=(x1,x2) N
2
 ,y N и x2 y

x, если x=(x1,y) N
2

в противном случае

  . 

В завершение примера отметим, что если учесть конечную разрядность машинной 

арифметики, то следует положить   N = {1,2, …, 2
32

-1}, а в этом случае алгебра   Afact будет 

конечной, но при этом (при учете конечной разрядности) следует так же  изменить и 

интерпретацию mult следующим образом: 

(mult)(x,y)= 

(y*x1,y), если x=(x1,x2) N
2
 ,y N , x2 y и x1 ≤ y*x1

x, если x=(x1,y) N
2

в противном случае

  .   

Упорядоченные схемы и машины Тьюринга. 

В настоящем разделе рассматриваются следующий вопрос: 

Задана некоторая машина Тьюринга. В каком случае существует  такая конечная 

алгебра, при которой поведение ―некоторых упорядоченных схем‖ при вычислении было 

идентично поведению машины Тьюринга? 

Следующий пример уточняет, какие упорядоченные схемы входят во множество 

―некоторых упорядоченных схем‖ 

Пример 3. На рис 4a функциональной схемы, которая  соответствует 

начальному содержимому ленты =#1011110# у машины Тьюринга.  

Из рисунка видно, что схема организована в виде двунаправленного списка, у 

которого каждый элемент ссылается на себя (дуга с номером 1), на предыдущий элемент 

(дуга с номером 2) и на следующий элемент.  Таким образом, все используемые 

функциональные символы, в качестве которых используются символы строки , задают 

операции от 3 аргументов. Нумерация ячеек с лева на право  

В дальнейшем упорядоченные функциональные схемы устроенные подобным 

образом будем называть реализациями лент. 

Если на ленте машины Тьюринга в начальный момент записаны так называемые 

―терминальные‖ символы, то в реализации ленты  в начальный момент, в каждой ячейке 

записано одно и то- же начальной значение (а терминальным символам в реализациях 

лент соответствуют имена вызываемых процедур). 
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рис.  4 Представление начального содержимого ленты с помощью  

двунаправленного списка 

 

Сразу следует отметить, что в рассматриваемом аппарате не предусмотрена 

возможность наращивания памяти, поэтому по своим вычислительным возможностям 

предлагаемый аппарат заведомо проигрывает машинам Тьюринга. Но уже линейно-

ограниченным автоматам (машинам Тьюринга, которые не могут создавать новых ячеек 

на ленте) предлагаемый подход не проигрывает:  

по любому линейно-ограниченному автомату L можно построить такую конечную 

алгебру A, что поведение исходного линейно-ограниченного автомата точно моделируется 

вычислением на таких упорядоченных схемах над A, которые являются реализациями 

лент. 

С некоторой поправкой верно и обратное:  по любой конечной алгебре A можно 

построить такой линейно-ограниченный автомат L, который на ленте длины n log(n)  

моделирует вычисление на таких упорядоченных схемах над алгеброй A, которые имеют 

ровно  n вершин. 

Из сказанного можно сделать следующий вывод: если бы теория вычислений над 

упорядоченными схемами уже существовала, то можно было бы  сказать, что она 

содержит в себе теорию линейно-ограниченных автоматов в качестве частного случая. 

В связи с последним следует особо отметить следующий факт: 

Не смотря на то, что задача пустоты языка распознаваемого линейно-

ограниченным автоматом алгоритмически не разрешима,  эта же задача для множеств 

упорядоченных схем, распознаваемых с помощью вычислений по стратегии Киссинджера  

оказывается разрешимой.  

Особый интерес представляет множество конечных комбинаторных алгебр [18,21]. 

Основное характеризующее их свойство состоит в том, что для любой упорядоченной 

схемы над конечной комбинаторной алгеброй вычисление заканчивается через конечное 

число шагов. Например, конечная алгебра Afact   из примера 2 (алгебра, учитывающая 

конечность разрядной сетки) является комбинаторной. 

По своим алгебраическим свойствам вычисления над такими алгебрами похожи на 

свойства конечных автоматов. Более того, оказывается, что для любой комбинаторной 

алгебры вычисления над реализациями лент по своим распознающим способностям 

эквивалентны конечным автоматам.  

Из последнего не следует низкий уровень возможности вычислений над 

подобными алгебрами: поскольку на схемах устроенных более сложно, нежели 

двунаправленный список (на более сложных структурах данных),  вычисления над 

комбинаторными алгебрами могут выполнять содержательные задачи. Вопрос о том, до 

какой степени упрощение алгебры может компенсироваться усложнением структуры 

данных (и наоборот) не исследован. С одной стороны, на интуитивном уровне  

представляется очевидной возможность подобной  компенсации (поскольку первые 

компьютеры  строились из простейших комплектующих). С другой стороны, никакая 

схема над комбинаторной алгеброй  не может промоделировать поведение обычного 

сумматора, в котором допускается переполнение (в котором: 2
31

 +2
31

=0).  

Для того, что бы понять как рассматриваемую модель можно вывести за пределы 

линейно- ограниченных автоматов достаточно представить, что вызываемые процедуры 

тоже заданы упорядоченными схемами. 

_7:0_6:1_5:1_4:1_3:1_2:0_1:1

3333

3332

222222

1111111

 

ДОКЛАДЫ ПЯТОЙ МЕЖДУНАРОДНОЙ КОНФЕРЕНЦИИ  
«ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ И ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ», МОСКВА PACO ‘2010 PAPERS OF THE FIFTH INTERNATIONAL CONFERENCE  

“PARALLEL COMPUTING AND CONTROL PROBLEMS”, MOSCOW 
 

 
588



Параллельные вычисления и задача распараллеливания 

Модель параллельных вычислений 

Для того, что бы иметь возможность говорить о  параллельных вычислениях 

рассмотрим понятие управляемой схемы, которое является обобщением понятия 

упорядоченной схемы. 

Управляемой функциональной схемой будем называть такую схему каждой 

вершине x, которой, поставлено в соответствие некоторое натуральное число num(x) (если 

отображение num взаимно-однозначно, то управляемая  схема является  упорядоченной). 

Ярусом исполнения (i-ым  ярусом исполнения) будем называть множество всех тех 

вершин x схемы,  для которых num(x)=i. 

В управляемых схемах все вызовы процедур вершин из одного яруса исполнения 

осуществляются одновременно: если вершины x и y принадлежат одному ярусу, то нельзя 

вызвать процедуру приписанную вершине x (и возможно  изменяющую приписанное 

вершине значение)  не вызвав одновременно процедуру приписанную вершине y.  

Будем называть такое параллельное перевычисление значений вершин из одного 

яруса исполнения называть вычислением яруса.  

По аналогии с тем, как это сделано для упорядоченных схем, определим правила 

вычислений на управляемых схемах при заданной алгебре (при заданной библиотеке 

вызываемых процедур). 

В начальный момент времени каждой вершине приписано некоторое значение. 

На каждом шаге последовательно осуществляются вычисление ярусов  1,….,j,  где j 

наименьший номер такой, что после вычисления яруса j некоторая вершина яруса j имеет 

значение отличное от значения приписанное ей до вычисления яруса j.  

Вычисление останавливается, когда ни одна из вершин не меняет своего значения 

при вычислении любых ярусов. 

Следующий пример, помимо иллюстрации введенных понятий можно 

рассматривать как краткий экскурс по классическим методам распараллеливания (в нем 

явным образом показано, откуда понятие управляемой схемы было заимствовано).  

Пример 4. На рис. 5a представлена упорядоченная функциональная схема, 

соответствующая подпрограмме на C изображѐнной на рис. 5б: 

При этом функциональный символ f соответствует функции передаваемой как 

параметр, а порядок на вершинах схемы задается следующим образом:  a[i][j]<<a[i'][j'] 

тогда и только тогда, когда вектор (i,j) лексикографически меньше вектора (i',j')  (другими 

словами вершина a[i][j] получает уникальный номер i +j n).   

При использовании метода гиперплоскостей Лэмпорта, двумерный цикл, 

описываемый схемой на рис 5а, заменяется одномерным циклом, который выполняет 

последовательность векторных команд (на рисунке 5а векторные команды и их 

последовательность изображены серым цветом):  

на первом шаге выполняется одна команда, соответствующая блоку a[1][1]; 

на втором одновременно исполняются команды, соответствующие блокам  a[2][1] и 

a[1][2] 

на k-ом одновременно выполняются команды соответствующие блокам из 

множества {a[i][j]:i+j= k} 

Таким образом, исходная упорядоченная схема, в которой num(a[i][j])=i +j*n при 

использовании метода гиперплоскостей  заменяется управляемой схемой, в которой 

num(a[i][j])=i+j.  В этой управляемой схеме, k - ый ярус исполнения состоит из всех таких 

вершин a[i][j], что i+j=k  (ярусы на рисунке отмечены серыми полосами: ярус это и есть 

гиперплоскость в методе Лэмпорта). 
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рис.  5 Схема, соответствующая двумерному циклу 

 

 

Формулировка задачи распараллеливания. 

В свете вышесказанного задача распараллеливания ставится следующим образом.  

Имеется упорядоченная схема: имеется функциональная схема,  множество вершин 

V которой пронумеровано числами от 1 до n.  Другими словами, имеется схема и  

взаимно-однозначное отображение num:V {1,…,n}  

Требуется найти такое отображение concurrent:{1,…,n} {1,…,m}, чтобы 

выполнялось следующее условие. 

Управляемая схема, получающаяся из исходной неоднозначной нумерацией 

concurrent(num) (каждая вершина x исходной схемы получает номер concurrent(num(x))), 

должна быть эквивалентна исходной.  

Другими словами, требуется, что бы вычисление на ней останавливалась бы ровно 

в тех случаях и ровно с теми же результирующими значениями приписанными вершинам. 

При этом никак не должны учитываться свойства вызываемых процедур 

(получающаяся управляемая схема должна быть эквивалентна исходной при 

использовании любой библиотеки вызываемых процедур).  

Результат 

Если коротко, то формулируемый далее результат, можно изложить следующим 

образом. 

a[0][1]:       

a[1][0]      

a[0][2]:       

a[1][1]: f      a[1][2]: f      

a[2][1]: f      a[2][0]      

a[0][n]:      

a[1][n]: f      

a[2][n]: f      

a[n][0]      a[n][1]: f      a[n][2]: f      

a[2][2]: f      

a[n][n]: f      

 

… … … 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

a[0][0]:       

void test(int**  a,int n, int f(int,int)) 

{ 

 int i,j; 

 for(i=0;i<n;i++) 

 { 

  for(j=0;j<n;j++) 

  {  

   a[i+1][j+1]=f(a[i+1][j],a[i][j+1]); 

  } 

 } 

} 

a) Схема 

б) Исходный код 
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В определении /1/ описан способ построения некоторого частичного порядка 

depend N  на множестве вершин схемы. Из формулируемой далее теоремы 1 следует, что 

если depend N  не является отношением линейного порядка (если не любые вершины друг 

с другом сравнимы),  то вычисление задаваемое схемой может быть распараллелено 

(образно говоря, частичный порядок depend N  задает максимально возможный способ 

распараллеливания). Случай, когда отношение depend N  является линейным порядком, 

соответствует невозможности распараллеливания предлагаемым методом (возможность 

распараллеливания другими методами обсуждается сразу после замечаний к теореме 1). 

В конце раздела обсуждаются важные для практических целей способы 

модификации предложенного алгоритма.  

Для формулировки полученного результата потребуются некоторые определения и 

обозначения. Кроме того, поскольку, фактически, в определениях /1,3/ явным образом 

описываются различные алгоритмы распараллеливания (средствами языка бинарных 

отношений), то предполагается знание основных операций над бинарными отношениями 

и их свойств (использование любого другого языка описания многократно увеличит объем 

изложения, и все равно будет кратким пересказом основных операций над отношениями).  

Поскольку автор посчитал невозможным вынести эту часть в приложение, (все же 

алгоритм распараллеливания это основной результат настоящей работы), то не знакомым 

с бинарными отношениями предлагается перейти к замечаниям, следующим за 

формулировкой теоремы 1. 

Обозначения. 

Пусть N управляемая функциональная  схема (напомним, что упорядоченная схема 

является частным случаем управляемой), тогда 

 N.nodes – обозначение для множества вершин  схемы N 

 N.num –  обозначение для отображение из N.nodes  в {1,2,3,… } задающее порядок 

вычисления (задающее разбиение на ярусы); 

 N.pathTo -  обозначение для такого бинарного отношения на множестве N.nodes, что 

для любых x, y  N.nodes   (x, y)  N.pathTo  тогда и только тогда, когда в схеме N 

(вспомним, что это ориентированный граф) есть путь из вершины x в вершину y. 

Пусть N –упорядоченная схема, и concurrent:{1,…,|N.nodes|} {1,2,3,…} некоторое 

отображение, тогда  

 N
concurrent

 обозначение для такой управляемой схемы, которая получается из N заменой 

отображения  N.num на такое отображение : N.nodes {1,2,3,… }, что для любого 

x N.nodes  (x)=
 
concurrent(N.num (x)) 

 <<N – обозначение для такого линейного порядка на множестве  N.nodes, что для 

любых x,y  N.nodes  x<<N y тогда и только тогда, когда N.num(x) ≤N.num(y).  

 Соответственно, для любого не пустого подмножества s  N.nodes min<<(s)  (max<<(s)) 

это такая вершина множества s, в которой значение  функции N.num|s принимает 

минимальное (максимальное) значение. 

В следующем определение вводится понятие, аналогичное понятию существенных 

дуг (в методах гиперплоскостей/координат)  

Определение  1. Пусть N – упорядоченная схема. 

 Множеством существенных пар для N называется отношение  

essential N N.nodes  N.nodes,   определяемое следующим образом: для любых вершин 

x,y  N.nodes (x,y)  essential N тогда и только тогда, когда x<<N y  и x N.pathTo y.  

 Существенным порядком для N называется отношение depend N, которое определяется 

как минимальное рефлексивно и транзитивно замкнутое отношение  удовлетворяющее 

следующим условиям. 

1. {(min<<({x, y}),max<<({x, y})):x .pathToN y }  depend N  
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2. для любых x, y, z V  таких, что  x essential N y и  x essential N z 

(min<<({y, z}),max<<({y, z}))  depend N .  

Замечание. Если при определении отношения depend N  отбросить пункт 2., то получится 

отношение, которое используется при распараллеливании методом гиперплоскостей. 

Поскольку классические методы распараллеливания не рассматривают итерационные 

процессов в общем случае, то этого отношения было достаточно для распараллеливания 

циклов. В общем же случае необходимо использовать более сложное отношение. В 

настоящей работе в качестве такого более точного описания информационных 

зависимостей будет использоваться введенное выше отношение  depend N . 

Утверждение 1. Для любой упорядоченной схемы N  отношения essential N и depend N (/1/) 

являются отношениями частичного порядка. 

Доказательство. Транзитивность и рефлексивность тривиальны, а для доказательства 

антирефлексивности достаточно убедиться в том, что справедливы включения 

essential N depend N  <<N. 

Конец доказательства. 

Пример 5.  Рассмотрим программу Test из примера 4, упорядоченная схема N для 

которой, представлена на рис. 5. В этом примере отношения essential N, depend N  и 

N.pathTo
-1

 совпадают: x depend N  y (y зависит от x)   если существует путь из y в x.  

 

Последующее утверждение (его предваряет определение, тоже взятое из [20]),  

является модификацией терем 5.1 и 5.2  из работы [20] (смотри также [19]).  

Определение 2. Пусть  r V V – бинарное отношение и  << V' V' – отношение 

частичного порядка на V'. Отображение :V V' называется строго (r, <<) - монотонным, 

если для любых (x,y) r выполняются следующие условия:  

 (x)<< (y)  

 из x≠y следует (x)≠ (y). 

Теорема 1. Пусть N упорядоченная схема.  Тогда,  если  -  строгое (depend N, ≤) -

монотонное отображение (/2/) , то управляемая схема N  эквивалентна упорядоченной 

схеме N. 

Доказательство в приложении (утверждения 9,1)  

Замечания.  

1. Поскольку упорядоченная схема является частным случаем управляемой схемы, то  

сформулированное утверждение описывает не только возможные случаи 

распараллеливания, но и допустимые способы изменения порядка на схеме  (для 

оптимизации программ путем изменения порядка операторов): например вынос 

инварианта за тело цикла.  

2. Сформулированное условие эквивалентности не является необходимым: например, если 

N ацикличная упорядоченная схема, то для любого отображения 

:{1,…,|N.nodes|} {1,2,3,…} N   эквивалентна N. 

 

В свете последнего замечания о том, что сформулированное условие не является 

необходимым условием для корректного распараллеливания, рассмотрим следующее не 

значительное обобщение рассмотренной задачи. Вместо схем над алгебрами будем 

рассматривать схемы над "частичными алгебрами": будем допускать случай, когда 

значения операций для некоторых аргументов не определены. При этом случай, когда 

значение операции  не определено, интерпретируется как команда остановки: вызванная 

программа останавливается, не достигнув согласованного состояния.  На самом деле, 
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вместо введения в рассмотрение частичных алгебр можно рассматривать схемы, у 

которых из каждой вершина выходит дуга образующая петлю (аналог указателя this) 

тогда, прерывание (остановка по ошибке) может быть смоделировано добавлением 

элемента  (нулевого  элемента алгебры). 

При таком обобщении  понятия эквивалентности управляемых схем (схемы 

эквивалентны, если на всех частичных алгебрах схемы выдают одинаковые результаты) 

теорема 1 остается справедливой (в предыдущем параграфе было описано доказательство 

этого). При этом вопрос о необходимости сформулированного условия для 

эквивалентности схем остается открытым.  

Пример 6. Рассмотрим программу Test из примера 4, упорядоченная схема N для которой, 

представлена на рис. 5. Пусть отображение :{a[i][j]:i {0,…n},j {0,…,m}} {0,….,m+n} 

определено так, что (a[i][j])=i+j.  Тогда отображение  строго (depend N, ≤) монотонно 

(отношение depend N было описано в примере 5). Следовательно,  у схемы, 

представленной на рис. 5 все вершины из множеств Sk= {a[i][j]:i+j=k}  могут выполняться 

одновременно. Таким образом, двумерный цикл из программы Test может быть заменен 

на одномерный цикл по k=i+j, внутри которого одновременно для всех элементов  

множества Sk= {a[i][j]:i+j=k}  выполняется присваивание a[i+1][j+1]=f(a[i+1][j],a[i][j+1]).  

Следует обратить внимание на следующий факт: если на рисунке 5a поменять 

направление всех стрелок на противоположное (если программу на рис. 5б заменить 

программой на рис. 6а), то отношение depend N  изменится так, что распараллеливание 

будет невозможно. И это притом, что с точки зрения метода гиперплоскостей ничего не 

изменится.  

Объяснение последнему очень простое: схема соответствующая программе на 

рис. 6а) совпадает со схемой, соответствующей программе на рис. 6б. Последний не 

поддается распараллеливанию.  

В то же время, программа, представленная на рис. 7, может быть распараллелена 

(например, годится отображение такое, что (a[i][j])=i+j)) предложенным методом, но не 

входит в область анализируемых фрагментов для классических методов из [20] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

рис.  6 Не распараллеливаемые циклы с одинаковой схемой 

 

Последний пример продемонстрировал скорее недостатки (причем очень 

существенные), нежели достоинства предложенного метода.  

Дело в том, что на практике редки случаи, когда заранее не известна глубина 

рекурсии (число возвратов к вычислению самой первой вершины), а в предложенном 

методе предполагается, что глубина рекурсии не ограничена. Последнее выводит 

предложенный метод из области интересной для практического применения. 

 

void test1(int**  a,int n, int f(int, int)) 

{ 

int i,j; 

for(i=0;i<n;i++) 

{ 

for(j=0;j<n;j++) 

{  

a[i][j]=f(a[i][j+1],a[i+1][j]); 

} 

} 

} 

void test2(int **  a, int n, int f(int, int)) 

{ 

int i,j; 

for(i=0;i<n;i++) 

{ 

for(j=0;j<n;j++) 

{ 

if(a[i][j]==f(a[i][j+1],a[i+1][j])) 

 continue; 

a[i][j]=f(a[i][j+1],a[i+1][j]); 

i=max(0,i-2); 

break; 

} 

} 

} 

a) 

б) 
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рис.  7 Распараллеливаемый код 

 

Следующая модификация исправляет указанный недостаток. 

Будем говорить, что вычисление на управляемой схеме имеет сложность n, если 

никакая ячейка в процессе его не перевычисляет своего значения более чем n раз (именно 

от числа перевычислений содержимого ячеек зависит глубина рекурсии). Пусть заранее 

известно, что никакая ячейка памяти не может перевычислять своего содержимого  более 

чем n раз.  Это число n можно  получить  либо из заданных заранее ограничений на время 

работы, либо из знаний о строении библиотеки, либо из исходного кода (например, при 

распараллеливании циклических фрагментов n=1).  

Постараемся так изменить определение отношения depend N , что бы это отношение 

зависело от n и, при этом, для любых вычислений сложности не более n,  утверждение 

теоремы 1  оставалось бы верным. 

Поскольку даже понятие эквивалентности схем не было дано (оно вынесено в 

приложение /12/), то ограничимся неформальным описанием эквивалентности  схем для 

вычислений сложности n: 

Пусть N – упорядоченная схема и :{1,…,|N.nodes|} {1,2,…}.  

Будем говорить, что упорядоченная схема N  n-эквивалентна управляемой схеме 

N , если для любой алгебры и любого вычисления  сложности n в N и в N
 
 приводит к 

одинаковым результатам (либо в обеих схемах состояния не настроены, либо оба 

настроены и равны друг другу)  

Определение  3. Пусть N упорядоченная схема. 

1. Определим отношение IncrementN N.nodes N.nodes  как минимальное отношение 

удовлетворяющее следующему условию: (смотри пункт 2 /1/) 

Для любых x, y, z N.nodes   таких, что  x essential N y и  x essential N z 

(min<<({y, z}),max<<({y, z}))  IncrementN. 

2. Определим отображение DEPENDN:{1,2,…}  2
N.nodes N.nodes 

 во множество бинарных 

отношений над N.nodes следующим образом: 

a) DEPEND(1)= {(min<<({x, y}),max<<({x, y})):x .pathToN y }; 

b) и для любого n>1 

DEPEND(n)= DEPEND(n-1) (DEPEND(n-1) IncrementN DEPEND(1)) 

Замечание. Довольно легко убедиться в том, что для любой конечной схемы существует 

k {1,2,…}  такое, что DEPENDN(k)= depend N (при 1<i<k,  отношения DEPENDN(i) не 

являются отношениями частичного порядка).  

 

Последующее утверждение формулируется как гипотеза (с большой вероятностью 

она доказывается ровно по той схеме, что и теорема 1).  

void test3(int**  a, int n, int f(int, int), int g(int)) 

{ 

int i,j; 

for(i=0;i<n;i++) 

{ 

 for(j=0;j<n;j++) 

 { 

  a[i+1][j+1]=f(a[i+1][j],a[i][j+1]); 

 } 

 if(a[i][0]== g(a[i+1][n-1])) 

  continue; 

 a[i][0]= g(a[i+1][n-1]); 

 i=max(0,i-2); 

} 

} 
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Гипотеза. Пусть N – упорядоченная схема, :{1,…,|N.nodes|} {1,2,…} и n {1,2,…}. 

Тогда если  -  строго (DEPENDN(n), ≤) -монотонное отображение (/2/) , то управляемая 

схема N   n - эквивалентна упорядоченной схеме N. 

Замечание. Заметим, что использование отношения  DEPENDN(1)  дает не меньшие  

возможности для распараллеливания, что методы распараллеливания циклов из [20]. 

Таким образом, если сформулированное утверждение верно, то оно обеспечивает 

возможность создания гибкой и полезной для практических целей техники 

автоматического распараллеливания. 

Заключение 

В работе была предложена новая модель представления алгоритмов, сделан краткий 

обзор неопубликованных результатов связанных с этой моделью и на примере задачи 

распараллеливания продемонстрирована эффективность этой модели для задач 

оптимизации кода (следует добавить, что классическая задача исключения избыточных 

вычислений решается в этой модели не менее изящно). 

В основе предлагаемой модели лежит понятие графа информационных 

зависимостей. Для того, что бы можно было говорить об исполнении программ, граф 

информационных зависимостей представляется в виде функциональной схемы, так, что 

процесс исполнения сводится к процессу поиска неподвижной точки некоторого 

отображения, задаваемого функциональной схемой (иначе: к процессу поиска решения 

системы уравнений, задаваемой функциональной схемой). Разумеется, все сказанное 

выше нельзя расценивать, как свежую идею: в конце концов, всѐ  - исчисление (модель 

вычислений альтернативная машинам Тьюринга), в особенности работы Скотта, и все 

работы по детонационной семантике пронизаны ею [9,10,11].  

Принципиальным отличием предлагаемой модели от упомянутых выше подходов, 

основанных на теореме о неподвижной точке и на классическом методе итераций, 

является привлечение техники упорядочивания переменных при решении систем 

уравнений методом итераций. Эта техника, возникла почти одновременно с классическим 

методом итераций и в настоящей работе она проходит под названием стратегия 

Киссинджера.  

Наибольшую известность эта техника приобрела благодаря работе Б. Бухбергера 

[13] (1965), который использовал эту технику  для построения базисов Грѐбнера (для 

нахождения решений полиномиальных систем уравнений) [15,16,17].  

Эту же технику использовал Р. Блэнд [14](1977) для поиска базисных решений в 

задачах линейного программирования (для нахождения решений систем линейных 

неравенств).  

Следует отметить, что, фактически, та же техника упорядочивания используется в 

методе Зейделя (Philipp Ludwig von Seidel  1821—1896) для решения систем линейных 

уравнений методом итераций ([12]), но традиция излажания (приведенная выше ссылка 

является приятным исключением) этого метода такова, что  догадаться об этом очень 

трудно.  

На содержательном уровне стратегию Зейделя – Бухбергера – Блэнда -

 Киссинджера  можно рассматривать как следующую стратегию решения системы 

уравнений. Пусть все уравнения системы перенумерованы. Тогда на каждом шаге система 

должна решаться относительно того уравнения, еще не превратившегося в тождество на 

предыдущих шагах, которое имеет наименьший номер.  
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Определение 6.   Пусть N= (V, R, F, functor) и N'=(V,R', F,functor') функциональные сети.  

Будем говорить, что сеть N' получается из сети N изолированием вершины x V, если 

выполняются следующие условия: 

 R'=R\({x} {1,2,…}  V)   

 для любого y V  functor'(y)= 
x, если y=x

functor(y), если y x
 .  

В дальнейшем сеть, получающуюся из сети N изолированием вершины x N.nodes будем 

обозначать N.isolate(x).  

Пример 8. Для схемы Nfact  из примера 7  функциональная сеть Nfact.isolate(Dec) задается 

четверкой ({Mult, Dec},{(Mult,1,Mult), (Mult,2,Dec)},{mult,dec},functor'), в которой 

functor'(Mult)= mult и functor'(Dec)= Dec. 

Определение 7. Пусть N=(V, R, F, functor) – функциональная сеть (/4/),  x V , functor(x)≠x 

и arn(functor(x))>0, тогда для i {1,…,arn(functor(x))}  x[i] – это такая однозначно 

определенная вершина, что (x, i, x[i]) R.     

Таким образом, если x – функциональный блок в сети (ячейка памяти), то x[i] – это 

та ячейка, в которой хранится i-ый параметр, передаваемый в процедуру functor(x). 

Пример 9. Для сети, представленной на рисунке рис. 1б, Mult[1]= Mult, Mult[2]= Dec  и 

Dec[1]= Dec. 

Определение  8. Пусть A=(Q, F, )  – универсальная алгебра  и N=(V, R, F', functor) – 

функциональная сеть (/4, 5/). Будем говорить, что сеть N является сетью над A (или сетью 

представленной над A) , если F' F и V F= .  

Пусть N – сеть  над алгеброй A=(Q, F, ), тогда множество всех отображений из 

N.nodes в Q  будем называть множеством состояний сети N в A и обозначать States(A, N).  

Для любого множества вершин s  N.nodes на множестве States(A, N) определим 

отображение step A,N,s  States(A,N)  States(A, N) следующим образом: для любого 

состояния g: N.nodes Q States(A, N)  step A,G,s(g) это такое отображение g', что для 

любого x  N.nodes\s g'(x)=g(x) а для любого x s 

g'(x)= 

(f)( ), если arn(functor(x))=0 и functor(x) x

g(x), если functor(x)=x

(f)(g(x[1]),…,g(x[n])), если arn(functor(x))=n>0

  . 

Пример 10. На рисунке 3 приведена последовательность состояний из =States(Afact, Nfact)* 

(алгебра Afact описана в примере 2, а схема Nfact в примере 7) длины 9 такая, что (2)= 

step Afact
 , Nfact

 ,{Mult}( (1)), (3)= step Afact
 , Nfact

 ,{Dec}( (2)) 

(4)= step Afact
 , Nfact

 ,{Mult}( (3)), … 

Определение  9. Пусть N=(V, R, F, functor) функциональная сеть (/4/) над алгеброй A (/8/), 

и p States(A,N) (/8/).  Говорят, что в состоянии p вершина x V  настроена,  если 

step A,N,{x}(p)(x)=p(x) (/8/).  Состояние p называется настроенным (или согласованным), 

если в нем все вершины множества V настроены.  

Пример 11. Последнее (и предпоследнее) состояние последовательности , изображенной 

на рис. 3, является настроенным. Кроме того, в состояниях (2),  (4) и (6) настроена 

вершина Mult. 

Определение  10. Управляемой схемой называется четвѐрка G=(N, , W, <<), где  
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 последовательность  конечна тогда и только  тогда, когда конечна 

последовательность '  

 если  и ' конечные последовательности, то (length( ))= '(length( ')) (то 

последние элементы последовательностей  и ' совпадают). 

 

Следующие определения вводятся лишь для краткости последующих формулировок. 

Определение 13. Пусть N схема над алгеброй A (/8/) и G=(N, , W, <<) управляемая схема 

(/10/). Множеством вычислений над A, задаваемых управляемой схемой G,  назовем 

множество protocolPrefixes(G,A)= States(A,N)*\{ } (/8/), определяемое следующим 

образом: 

для любой строки  States(A,N)*\{ } protocolPrefixes(G,A) тогда и только тогда, когда 

существует вычисление  {tune(G,A,f):f  States(A,N)} (/11/) такое, что length( ) dom( ) и 

для любого i {1,…,length( )} (i)= (i). 

Определение 14. Пусть  G=(N, <<) - упорядоченная схема (/10/) и G'=(N, , W, <<') такая 

управляемая схема (/10/), что  -  строгое (depend G, <<') монотонное отображение (/2/). 

Тогда пару схем (G,G') будем называть согласованной, а пятерку (N, , W, <<', <<) будем 

называть представлением согласованной пары. 

Декомпозиция функциональных сетей 

На рисунке 8 представлен план доказательства теоремы 1 

В основе доказательства (доказательства индукцией по размеру сети) лежит 

представление сети в виде объединения сетей меньшего размера (опр. /16/) . Такой 

декомпозиции соответствует декомпозиция вычислений (Утв.6). При этом из условия 

теоремы 1 следует возможность осуществить декомпозицию сети (Утв.7,8 и 3). 

Определение 15. Пусть N=(V, R, F, functor), N'=(V',R',F,functor')  функциональные сети 

(/4/). Будем говорить, что сеть N' является подсетью сети N (обозначается N' N) если 

выполняются следующие условия V' V R' R и functor'=functor|V'. При этом если V'≠V, то 

будем говорить, что N' является собственной подсетью N. Множество всех подсетей 

заданной сети N будет обозначаться subnets(N). 

Пусть N'=(V',R',F,functor') и N"=(V",R",F,fubctor") –функциональные сети (/4/). . Будем 

говорить, что сеть N=(V, R, F, functor) (/4/) является объединением сетей N' и N" 

(обозначается N=N' N") если V=V' V", R=R' R" functor'=functor|V' и functor"=functor|V". 

Утверждение 2. Пусть N функциональная сеть (/4/). Тогда: 

1. Отношение  (/15/) является отношением частичного порядка на множестве 

subnets(N) (/15/); 

2. Для любого множества s N.nodes существует наименьшая по порядку  сеть 

n subnets(N) (/15/) такая, что s n.nodes; 

3. Для любых x,y  subnets(N) (/15/) существует сеть x y  subnets(N), являющаяся 

объединением сетей x и y: на множестве subnets(N) определено отображение : 

subnets(N)
2

 subnets(N) (/15/). При этом для любых x,y,z  subnets(N) x y=y x и 

x (y z)=(x y) z. 

Без доказательства. 
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рис.  8  План доказательства теоремы 1 

Определение 16. Пусть N - функциональная сеть (/4/). Будем говорить, что сеть N 

разложима, если N= {n:n subnets(N)\{N}} (/15/)  (в силу пункта 3 утверждения 2 об 

определенности, ассоциативности и коммутативности операции объединения сетей 

значение {n:n subnets(N)\{N}} однозначно определено). При этом любое множество 

s {n:n subnets(N)\{N}} такое, что N= {n:n s} называется разложением сети N. 

 

Пример 13.  На рис. 9а представлен пример не разложимой сети (сети у которой нет 

разложения): действительно любая подсеть, содержащая вершину a[2][2] должна 

содержать все остальные вершины. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 рис.  9. Разложение сетей  

 

В то же время сеть, представленная на рис. 9б разложима (разложение описано в 

примере 14). 

Определение 17. Пусть N– функциональная сеть (/4/) и x N.nodes. Подсетью 

порожденной вершиной x (обозначается subnet(N,x)), называется наименьшая по порядку 

Опр. 14,24,25 , Утв.7,8 

Достаточное условие 

существования независимых вершин 

Опр 15,16,17, Утв. 2  

Разложение (декомпозиция сетей) 

Опр 18.Утв 3 Достаточное условие разложимости сети 

Опр. 13,19,20,21,22,23, Утв.4 

Вычисления и план вычислений 

Утв. 5,6 Декомпозиция вычислений, 

соответствующая декомпозиции сети 

Утв. 9,10 Доказательство теоремы 1 

a[0][1]:       

a[1][0]      

a[0][2]:       

a[1][1]: f      a[1][2]: f      

a[2][1]: f      a[2][0]      a[2][2]: f      

a[0][1]:       

a[1][0]      

a[0][2]:       

a[1][1]: f      a[1][2]: f      

a[2][1]: f      a[2][0]      

a) Неразложимая сеть б) Разложимая сеть 
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 сеть n subnets(N) такая, {y:y N.pathTo x} n.nodes (в силу пункта 2 утверждения 2, 

определение subnet(N,x) корректно). 

Пример 14. Для сети N, представленной на рисунке 9б subnet(N,a[2][0])= 

subnet(N,a[2][1])  subnet(N,a[1][2])= subnet(N,a[0][2]). При этом N=subnet(N,a[2][1])  

subnet(N,a[1][2]). 

Определение 18. Пусть N=(V, R, F, functor) функциональная сеть (/4/) Вершины x,y V 

называются независимыми (находятся в отношении IndependedN) если 

{z:z V&z .pathTo x&z .pathTo y}=  (/1/ если ни из одной вершины нет путей как в x так и 

в y).  

Пример 15 Для сети N,  представленной на рисунке 9б  отношение IndependedN c 

точностью до симметричного замыкания равно {(a[2][0],a[0][2]), (a[2][0],a[1][2]), 

(a[2][1],a[1][2])}. 

Следующее достаточное условие разложимости существенным образом используется в 

последующем доказательстве (только ради этого условия и было рассмотрено понятие 

разложимости сетей). 

Утверждение 3. Пусть N– функциональная сеть (/4/) такая, что отношение IndependedN  

(/18/) не пусто. Тогда сеть N разложима (/16/). 

Доказательство. Пусть S={x: (x,y)  IndependedN} (/18/). Тогда для любого x S 

subnet(N,x)≠N и N= {subnet(N,x):x S} 

Конец доказательства. 

Разложение вычислений по подсетям 

В настоящем разделе определяется техника, позволяющая восстанавливать 

вычисление на управляемой схеме по ―проекциям‖ этого вычисления на подсхемы 

разложения. 

В следующем определении вводится обозначение для тех вершин, которые 

действительно изменяют свое значение на очередном шаге вычислений (именно это 

множество, а не активный ярус будет использоваться в дальнейшем доказательстве).  

Определение 19. Пусть G=(N, , W, <<) управляемая схема  над алгеброй A (/10/). 

Определим отображение ActiveSetG,A:States(A,N)  2
N.nodes 

(/8, 4/)  следующим образом.  

Для  любого   f  States(A,N) (/8/) ActiveSetP,A(f)={x: f(x)≠step A,N, chief_nodes(G,f,A)(f)}(/11/). 

 

В последующих определениях и утверждениях, описывается очевидный способ 

восстановления вычисления по проекциям его на подсети разложения.  

Определение 20. Пусть G управляемая схема над алгеброй A (/10/). Определим 

отображение plan: protocolPrefixes(G,A)  (2
G.nodes

)* (/13/) следующим образом. Для 

любого  protocolPrefixes(G,A) (/13/) plan( ) это такая последовательность, что 

dom(plan( ))=dom( )\{length( )}и для любого i dom(plan( ))  plan( )(i)= ActiveSetG,A( (i)) 

(/19/) . 

Определение 21. Пусть  G=(N, ,W, <<) управляемая схема (/10/). Алфавитом  допустимых 

шагов для G назовем множество admissibleSteps(G)  (2
N.nodes

\{ }) такое, что для любого 

s 2
N.nodes

\{ } s  admissibleSteps(G) тогда и только тогда, когда для любых x,y s (x)= 

(y). 
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Определим  отображения  

 rang: admissibleSteps(G) W  и  

join: admissibleSteps(G)*  admissibleSteps(G)*  admissibleSteps(G)* следующим образом.  

Для любого s  admissibleSteps(G) rang(s) это такой элемент W, что для любого x s  

rang(s)= (x).  

Для любых ,   admissibleSteps(G)*  значение join( , ) определяется индукцией по 

длине  и   следующим образом: 

 если = , то join( , )= , в противном случае; 

 если = , то join( , )= , в противном случае; 

 если =s^ '  и =s'^ ', где s,s'  admissibleSteps(G), то 

o при rang(s)=rang(s') join( , )=(s s')^join( ', '), в противном случае 

o при rang(s)<<rang(s') join( , )=s^join( ', ) 

o при rang(s')<<rang(s) join( , )=s'^join( , ') 

Утверждение 4.  Пусть  G=(N, , W, <<)- управляемая схема (/10/). Тогда для любых 

, ,  admissibleSteps(G)* (/21/) join( , )=join( , ) и 

join( ,join( , ))=join(join( , ), )(/21/) 

Без доказательства. 

Определение 22. Пусть G=(N, , W, <<) управляемая схема над алгеброй A (/10/) и 

f States(N,A) (/8/). Определим   отображение 

toComputeProtocolf: admissibleSteps(G)*  States(N,A)* (/21,8/)  следующим образом. Для 

любой строки  admissibleSteps(G)* toComputeProtocolf( ) это такая строка  

States(N,A)* (/8/) длины length( )+1, что (1) =f и для любого i dom( )\{1}   

(i)=step A,N, (i)( (i-1)) (/8/) 

Утверждение 5. Пусть G=(N, , W, <<) управляемая схема над алгеброй A (/10/) и  

protocolPrefixes(G,A) (/13/). Тогда plan( )  admissibleSteps(G)*  (/20,21/) и 

toComputeProtocol (1)(plan( ))=  (/22, 20/). 

Без доказательства. 

Определение 23. Пусть G=(N, , W, <<) - управляемая схема (/10/) и n N  (/15/ n – 

подсеть сети N) . Тогда управляемой схемой для n, порожденной управляемой схемой G 

называется управляемая схема G'=(n, |n..nodes, W, <<), которая обозначается G|n. Для любой 

подсети (/15/) n subnets(N) определим отображение projectionn: admissibleSteps(G)*  

admissibleSteps(G|n)* (/21/) следующим образом. Для любой строки  admissibleSteps(G)* 

(/21/) projectionn( ) это строка, которая определяется индукцией по длине  следующим 

образом: 

если = , то projectionn( )= ; 

если =s^ ', где s  admissibleSteps(G), то  

 projectionn( )=
projectionN'( '),  если s n.nodes=

{s  n.nodes}^projectionN'( '),  если s  n.nodes≠
  

Утверждение 6. Пусть G=(N, , W, <<) - управляемая схема над алгеброй A (/10/). И пусть 

n,m subnets(N)  (/15/)такие подсхемы схемы N, что N=n m (/15/). Тогда для любого 

protocolPrefixes(G,A) (/13/) plan( )=join(projectionn(plan( )),projectionm(plan( ))) (/21, 23, 

20/) 

Без доказательства. 
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Следствие. Пусть  G=(N, , W, <<) - управляемая схема над алгеброй A (/10/) и 

S subnets(N) такое множество  подсхем схемы N, что N= {n:n S} (/15/). Тогда для 

любого protocolPrefixes(G,A) plan( )=join({projectionn(plan( )): n S}) (/20, 21,23/ в силу 

утверждения 4 об ассоциативности и коммутативности операции join значение 

join({projectionn(plan( )): n S}) определено). 

Без доказательства. 

Доказательство теоремы 1 

Определение 24.  Пусть P=((V, R, F, functor), , W, <<', <<) представление согласованной 

пары  (/14/). Определим отношение P V V следующим образом. Для любых x,y V  

xP y тогда и только тогда, когда выполняется ровно одно из следующих отношений:  

x<<y, либо  (x) <<' (y).  

Определение 25.  Пусть G=((V, R, F, functor), <<) упорядоченная сеть (/10/).  

Вершины x,y V называются почти независимыми (находятся в отношении 

AsIndependedG V V), если {z:z V&z .pathTo  x&z.pathTo y&z<<max<<({x,y})}=  (/1/, если 

ни из одной вершины меньшей, чем max<<({x,y})  нет путей как в x так и в y).  

Утверждение 7. Пусть G=((V, R, F, functor), <<) упорядоченная сеть (/10/) и x,y V почти 

независимые вершины (/25/ x AsIndependedG  y). Тогда если  x максимальная по порядку 

<< вершина (если x=max<<(V)), то x и y независимые вершины (/18/ то 

x  Independed(V, R, F, functor)   y)..  

Без доказательства. 

Утверждение 8.  Пусть (N, ,W', <<',<<) представление согласованной пары  (/14/). Тогда  

P  AsIndepended(N,<<) (/24,25/).  

Доказательство. Пусть V –множество вершин сети N. Прежде всего, отметим, что из 

x Py (/24/) следует x≠y (по определению /24/ отношения ). Пусть для определенности 

x<<y, тогда поскольку  x Py (/24/), то (y) <<' (x). Предположим, что существует 

вершина z V такая, что z .pathToN x и z.pathToN y (/1/) и  z<<y.  Докажем, что тогда 

x depend (N,<<) y (/1/) (последнее противоречит тому, что (y)<<' (x) при строгом 

(depend (N,<<), <<') монотонном отображении  (/2/)).   

Возможны следующие варианты либо x<<z либо z<<x. 

Если x<<z, то x depend (N,<<) z и z depend (N,<<) y по пункту 1 определения /1/ depend (N,<<), а 

если z<<x, то x depend (N,<<) y по пункту 2 определения depend (N,<<) 

Конец доказательства. 

Утверждение 9.  Пусть G=(N, , W , <<)- управляемая схема над алгеброй A (/10/), 

(N, , W , <<,<<') представление согласованной пары  (/14/), f States(N,A) (/8/), 

=tune((N, <<'),A,f) и '= tune(G, A,f) (/11/). Тогда, если  конечная последовательность, то 

' конечная последовательность и при этом last( )=last( '). 

Доказательство. Пусть N=(V,R,F,functor) и Max=max<<' (V). Обозначим через T(N) число 

связанных вершин в N (/5/). Доказательство проведем индукцией по T(N). 

Базис. Случай T(N) ≤1 тривиален. 

Индуктивный шаг. Пусть утверждение верно для всех таких функциональных сетей N', 

что T(N')<m, и пусть T(N)=m. Возможны следующие варианты:  

1. {x  (Max) << (x)}= {Max} и  

2. {x  (Max) << (x)} ≠ {Max}. 

Пусть {x (Max) << (x)}={Max} и пусть n= N.isolate(Max) (/6/). 
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Поскольку = tune((N,<<'),A,f) (/11/) конечная последовательность, то для любых 

f' { (i):i dom( )} последовательность = tune((n, <<'),A,f') (/11/) тоже конечна. По 

предположению индукции, '=tune((N',W , <<), A,f') (/11/) тоже конечная 

последовательность и при этом last( )=last( ').  

В таком случае для любого i  dom( ) такого, что chief_nodes( (i))={Max} 

существует такое j dom( '), что chief_nodes( '(j))={Max} и при этом (i)= '(j) 

(следовательно, и (i+1)= '(j+1)). Из последнего (индукцией по мощности множества {i: 

chief_nodes( (i))= {Max}}) (/11/) следует корректность индуктивного перехода. 

Пусть {x (Max)<< (x)}≠{Max}. Тогда в силу утверждений 7,8, 3 сеть N разложима 

и существует множество S subnets(N)\{N} (/15/) такое, что N= {n:n S} (/16/). Поскольку 

= tune((N, <<'),A,f) (/11/) конечная последовательность, то  для любой сети n S 

(n)=tune((n, <<'),A,f|n.nodes) (/11,4/) тоже конечная последовательность. Следовательно, по 

предположению индукции, последовательность '(n)= tune(G|n,A, f|n.nodes) (/11, 23/) тоже 

конечна и last( (n))=last( '(n)). При этом (по определению /23/ отображения projectionn) 

plan( '(n))= projectionn(plan( ')) (/23, 20/). 

В таком случае, в соответствии с утверждением 5 и со следствием из утверждения 6, 

tune(G, A,f)= toComputeProtocolf (join({plan( '(n)):n S})) (/11, 22, 21, 20/). 

При этом, поскольку для всех n S last( (n))=last( '(n)), то и  

last(tune(G,A,f))=last(tune((N, <<'),A,f)) (/11/) 

Конец доказательства. 

Совершенно аналогичным образом доказывается обратное утверждение. 

Утверждение 10.  Пусть G=(N, , W, <<) управляемая схема над алгеброй A (/10/), 

(N, , W, <<,<<') - представление согласованной пары (/14/), f States(N,A) (/8/), 

=tune((N,<<'),A,f) и '=tune(G, A,f)  (/11/). Тогда, если ' конечная последовательность, то 

 конечная последовательность и при этом last( )=last( '). 

Без доказательства. 
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